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Introduccion

En este moédulo se estudia la transformada discreta de Fourier (DFT, siglas en
inglés de Discrete Fourier Transform), que es la transformacién mas caracteristi-
ca en el &mbito del procesado de sefiales en tiempo discreto. Las transforma-
das estudiadas hasta ahora, la TFSD y la TZ, son herramientas muy tutiles para
el andlisis de sefiales y sistemas en tiempo discreto, pero tanto la TFSD como
la TZ son funciones de una variable continua y, por lo tanto, no se pueden
calcular o representar o almacenar facilmente en dispositivos de procesado de
sefial como FPGA, DSP o procesadores de propoésito general, ni facilitan que
dichos dispositivos realicen operaciones en la sefial directamente en el domi-
nio transformado. Sin embargo, la DFT supera estas limitaciones porque per-
mite representar una secuencia de longitud finita mediante otra secuencia de
longitud finita en el dominio de la frecuencia. Por lo tanto, la DFT mantiene
todas las ventajas y relevancia de la representacion frecuencial de las sefiales
y, ademas, afiade el hecho de que esa representacion sea simplemente un vec-
tor de nameros, con lo que se puede almacenar y operar con él ficilmente en
dispositivos de procesado de sefial. Por este motivo decimos que la DFT es la
transformacién mas caracteristica en el &mbito del procesado de sefiales en
tiempo discreto, porque tanto el dominio temporal como en el frecuencial se
trabaja con secuencias de nimeros y se pone de manifiesto de la forma mas
clara posible la dualidad entre ambos. Existen ademas algoritmos computacio-
nalmente muy eficientes para calcular la DFT. Este hecho ha facilitado que la
DFT sea una herramienta utilizada de forma extraordinariamente amplia. Sus
aplicaciones no se limitan al andlisis de sefiales, sino que es el elemento clave
en la implementacion de las modulaciones multiportadoras. Estas modulacio-
nes facilitan el aprovechamiento 6ptimo del canal y se han podido utilizar la
mayoria de los sistemas modernos de telecomunicaciones gracias a la existen-

cia de algoritmos eficientes para el cilculo de 1IDFT.

En este m6dulo presentaremos la DFT y su transformada inversa, asi como la
relacion con otras transformaciones; enunciaremos y demostraremos las prin-
cipales propiedades de la DFT; haremos especial énfasis en una nueva opera-
cién entre secuencias denominada convolucion circular; analizaremos el con-
cepto de muestreo en frecuencia, que surge de forma natural con la DFT y que
es en cierta manera dual del muestreo en tiempo que esté en el origen del pro-
cesado digital. Como introduccion a temas que se extenderan, en el siguiente
modulo presentaremos la manera en la que la DFT permite la implementacion
de sistemas lineales e invariantes en el tiempo, o sea, como permite calcular

la convolucion lineal.
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Objetivos

Los objetivos de este modulo son los siguientes:

Conocer la definicién de la DFT y de la DFT inversa.

Asimilar la relacién de la DFT con la TESD y con la serie de Fourier.

Comprender el concepto de muestreo en frecuencia.

Expresar de varias maneras equivalentes la extension periddica de una se-

fal.

Relacionar los efectos del muestreo en frecuencia con la circularidad que
surge en numerosas operaciones, como el desplazamiento circular o la con-
volucién circular.

Calcular la convolucién circular de dos secuencias.

Enunciar y demostrar las principales propiedades de la DFT.
Familiarizarse con la diferencia entre convolucion lineal y circular, ademas
de saber obtener la convolucién lineal de dos secuencias utilizando de

forma adecuada unicamente la DFT.

Entender la propiedad en la que se basan muchos algoritmos de célculo
eficiente de la DFT.



© FUOC « PID_00262131 7

La transformada discreta de Fourier

1. Definicion de la transformada discreta de Fourier e
interpretaciones

1.1. Definicion de la DFT y de la IDFT

En el caso de sefiales anal6gicas, tanto la propia sefial como su transformada
de Fourier son funciones de una variable real; en el caso de la sefial es el tiempo
y en el caso de la transformada de Fourier es la frecuencia analégica (F) o la
pulsacién analogica (£2). En cambio, esto no ocurre al realizar la transformada
de Fourier de una sefial discreta: mientras la seflal discreta es una secuencia
de ntiimeros, su transformada de Fourier (TFSD) es una funcién de una varia-
ble real de la frecuencia discreta (f) o de la pulsacion discreta (w). Esta falta
de dualidad para las sefiales discretas entre el dominio temporal y el dominio
frecuencial hace que las ventajas que aporta la TFSD en el andlisis de sefiales
y sistemas discretos se vean reducidos por el hecho de que la manipulacién
numérica de funciones de una variable real es méas compleja que la manipula-

cién de secuencias de nimeros.

La facilidad de almacenar, transformar, etc. secuencias de nameros en lugar
de funciones es una de las razones primordiales del interés en el procesado
de seflales discretas. De forma natural surge la necesidad de establecer una
transformacion que, conservando la relevancia conceptual de la transformada
de Fourier, genere una secuencia en el dominio transformado; estos intereses
los satisface la transformada discreta de Fourier, que abreviadamente se suele
denominar DFT de acuerdo con las siglas de su denominacién inglesa Discre-
te Fourier Transform. En definitiva, la DFT nos permitira transformar una se-
cuencia de duracidn finita de ntmeros en otra secuencia de duracién finita
en el dominio transformado, mientras que la TFSD nos habria proporcionado

una funcién de una variable real.

Consideremos una secuencia x[n] de longitud finita, concretamente de longi-

tud N muestras, lo que significa que x{n]= 0 fuera del intervalo 0<n< N — 1. En
muchos casos, nos puede interesar asumir que la secuencia tiene longitud N
incluso si su longitud es M < N. En esos casos, simplemente asumiremos que

las ultimas (N — M) muestras son cero.

La transformada discreta de Fourier o DFT de la secuencia x[n] se define como:

N-1
X{k]:Zx[n]e—jz—]\?kn k=0,....N—-1

n=0
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En ocasiones se hace explicito el valor de N mediante la denominacién DFT
de N puntos (o N-point DFT, en inglés). Obsérvese que la DFT es también una
secuencia de N muestras. La secuencia temporal puede recuperarse a partir de

los valores X[k] mediante la transformada discreta de Fourier inversa o IDFT,
que viene dada por:

N-1

x[n]:-I&,ZX[k]ej%kn n=0,..,N—1 )
k=0

Si es necesario hacer explicito el valor de N, se utiliza la denominacién IDFT de
N puntos (o N-point IDFT, en inglés). Para comprobar que podemos recuperar

la secuencia temporal, vamos a sustituir la expresion de la DFT en (2):

k=0 k=0 m=0
2. 2. 2.
ﬁ X[klejFfkn= % x[mle—iF kmej5Fkn=
N-1 N-1 N-1
k=0 m=0 =0 - 3)
=% E E Xmle/F kn-m) = E Xmhs z e/ kn-m)
N—-1 N-1 N-1 N-1

El altimo sumatorio de (3) solo es diferente de cero cuando n— m es cero o
un miultiplo de N, y en este caso vale 1. Por lo tanto, dicho término se puede

escribir como:

N-1 +00
) e kamm) = z S[n-+rN — m] (4)
k=0 =00

Podemos definir el tren periédico de impulsos:
dn]= Z 8n+rN] ®)
r=—00

lo que nos permite reescribir (3) como:

N-1 N-1 +00
& XideAo= ) slokln—ml=sloltni= ) so+rN]
k=0 m=0 ==c0

a partir de la cual definimos la extension periddica de la secuencia x{n] con
periodo N muestras:

+00

X{n] 2 Z x{n+rN] 7)

Ir=—o00
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Elresultado en (6) demuestra que si la expresion de la IDFT en (2) se evaltia para

valores de n=0,..., N —1, se recupera justamente la secuencia x[n], mientras
que también se puede evaluar para cualquier valor de n; en cuyo caso se obtiene

la extensién periddica de x[n. Lo mismo ocurre para la expresién de la DFT en
(1): si se evaltia para cualquier valor de k, también se obtiene una secuencia
periddica, puesto que las exponenciales presentes en (1) cumplen:

.2 .2
e~ 5 k4rN)n = e—j R kn Vr (8)

La relacion entre las secuencias x[n| y Xl[k] dadas por las expresiones (1) y (2)
se suele expresar a veces de forma compacta de la siguiente manera (donde el
valor de N se pude omitir si estd claro por el contexto):

DFT

An]<—=x]k] C)

o equivalentemente:
x{n]= DFT\{X[k]} (10)

X[k]= IDFTr{x{[n]} (11)

Implicitamente se entiende que tanto n como k se evaltan solo en el interva-

lolo, N-1] y que, por tanto, x[n]=0 fuera de 0<n< N -1 y X[k]=0 fuera de
0<k <N - 1. Esto es una forma de decir que estamos interesados en los valores

de x[n] solo en el intervalo 0<n< N — 1, porque x[n]=0 es realmente cero fuera

de este intervalo, y estamos interesados en los valores de X[k] solo en el inter-
valo 0<k<N -1, porque son los Ginicos que se necesitan en la expresién de
IDFT en (2). No obstante, si las expresiones (1) y (2) se evaltian para valores de
ny k fuera de este intervalo, se obtienen secuencias peridédicas de periodo N.
Esta periodicidad inherente esta siempre presente. A veces causa dificultades
y a veces puede ser provechosa, pero no se puede ignorar.

Antes de continuar vamos a definir una notacion que se utilizara mas adelante.

Mediante (n)N expresamos la operacién n médulo N:
(n)N =n mod N (12)

Por ejemplo, (14)5 =4 porque 14=44+5%x2, vy (- 25)9 =2 porque
—25=2+9%(-3). La expresion (n)N siempre devuelve un namero en el inter-

valo [0, N —1]. Con esta notacién, la extensién periédica de una sefial x[n] de
duracién N también se puede expresar como:
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A= D alneNl=A)y]  a3)

r=—00

Notese que esta expresion no seria valida si la longitud de x|n] fuera mayor N
muestras y se produjera solape entre las diferentes réplicas en el sumatorio.

1.2. Relacion entre la DFT y la TFSD

Recordamos la expresion genérica de la TFSD presentada en el médulo 2:

+00
X(eio)= Z A nle=jon (14)

Vamos a particularizarla para una sefial x[n] de duraciéon N, lo que se entiende
siempre, a no ser que se diga lo contrario, como que la sefial es cero fuera del

intervalo 0<n< N — 1. En este caso, la TESD se puede escribir como:

N-1

X(ejo)= 2 x[nje—jon (15)

=0

Comparando la expresiéon (1) y (15), la siguiente relaciéon entre la DFT y la
TFSD es evidente:

XK= x(e) .k (16)

O sea, la DFT coincide con las muestras de la TFSD en las pulsaciones o = 27:%.

Es muy importante recalcar que esta igualdad se da cuando el nimero de pun-
tos de la DFT es igual o superior a la longitud de la sefial x[n]. Para profundizar
en esto, imaginemos el caso contrario, o sea, que x[n] tiene longitud M sien-

do M > N. En este caso, las muestras no nulas de x[n] sobrepasan el intervalo

[0,..., N—1]y, al calcular la DFT de N puntos segtin (1), se estan descartando
muestras de x[n]. Realmente se estd calculando la DFT de la sefial x[n] enventa-

nada por una ventana rectangular pN[n] de N muestras:

il =lalp Jal={\0F O=1EN=1 )

0, paraotron
siendo:

1 0<n<N-1
(18)

0 para otro n
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La TFSD de v[n] es:

2n

Vleio) == / X(ei0)P y(efw-0))d6 (19)
0

siendo:

sin(wN/2)

Pp(ei®) = e-jolN-1)2 sin(/2)

(20)

Finalmente, podemos expresar mediante férmulas que, en este caso particular
que estamos considerando, la DFT son las muestras de la TFSD de la sefial

enventanada:
XK= Vier) .k (21)

Es evidente que cuando la longitud M de la sefial x[n] no supera el namero de
puntos N de la DFT, entonces estamos en las condiciones de partida para la
cuales se defini6 la DFT en el subapartado 1.1 y el enventado no tiene ningin

efecto, por lo que se recupera la expresion (16).

En el apartado 2, analizaremos una situacién que viene a ser hasta cierto punto
la reciproca a la planteada en este ejemplo. Ahora acabamos de ver que si
realizamos la DFT con menos puntos que la longitud de la sefial, el resultado
coincide con las muestras de la TFSD de la sefial enventanada. La situacion
reciproca se da cuando se toman muestras de la TFSD de la sefial original, o sea,

de X(eJo), y se realiza su IDFT. Es decir, en el primer caso se realizard primero
la DFT y luego se mirard con qué coincide el resultado; mientras que en el
apartado 2, primero realizaremos la TFSD, la muestrearemos, realizaremos la
IDFT y entonces miraremos con qué coincide el resultado.

1.3. Relacion entre la DFT vy la serie discreta de Fourier

Como se vio en el modulo 2 cualquier sefial periddica se puede expresar me-
diante su serie discreta de Fourier (SDF o también conocida como DFS por sus

siglas de su nombre en inglés, Discrete Fourier Series). Sea Zn] una senal dis-

creta periddica de periodo N, o sea, An]=4n+rN]V r, entonces su expresion
en SDF es:

donde los coeficientes de la SDF son:
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N-1
Zy= SDF{Z[H]} = %z z[n]e—jz—ﬁkﬂ (23)

n=0
Imaginemos el caso particular que como sefial peridédica tomamos la extension

+00
periddica que hemos presentado anteriormente, E x{n+rNJ, y calculamos
j==r")

los coeficientes de su SDF mediante (22), que denominamos x;. Por simple
observacion de (22) y de la definiciéon de la DFT en (1), es evidente que la
relacion entre la SDF y la DFT es:

x = X[K] 24)

0 lo mismo, expresado mediante otra notacién:

~+00
SDF Z A{n+rNJ} = % DFTy{{n] (25)

Utilizando (16) y (25) también podemos escribir:

400
1 .
SDF z An+rNJi= WX(er)lw=2 ok (26)

I=—00

Notese que (16), (24) y (25) se cumplen si y solo si x{n] es una secuencia de
longitud igual o inferior a N. En cambio, aunque parezca sorprendente ahora

mismo, (26) se cumple siempre, independientemente de si la longitud dex{n]
es menor, igual o mayor que N. Esto se demostrara en el apartado 2.

1.4. Representacion matricial de la DFT

Suponiendo de nuevo que x[n] es una secuencia de longitud N, podemos or-

ganizar sus muestras en un vector columna de dimensiones N X 1:

T
x=[xo] A{1] - xN-2] AN-1] 27)
El superindice T indica la operacion de transponer (i. e., cambiar filas por

columnas) y, como es habitual, los vectores y matrices se denotan en negrita.

De forma similar, podemos ordenar los valores de la DFT en otro vector:

x=[xo] x1] - xIN-2] xIN-1]" (28)
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Definimos la siguiente matriz de tamafio N X N, que se denomina matriz de
la DFT. En MATLAB se puede obtener mediante la funcién dftmtx(N).

1 1 1 1
1 e e T e )
F= . . . (29)
1 e_j2_l\7;(N_l) e_j2_]\7]f2(N_1) e-j%(N—l)(N—l)

Es una matriz simétrica y ortogonal (i. e., cualquier fila es ortogonal a todas
las demads, y lo mismo ocurre para las columnas) y su inversa cumple:

1_L
P— —N

30
FF'=NI (0

donde I es la matriz identidad y el superindice * indica el complejo conjugado.

A partir de estas definiciones y de la simple observaciéon de (1) y (2), se puede
escribir directamente la DFT, se puede calcular de forma matricial como:

X =Fx (31)

y la IDFT como:

x=yFX (32)

Ejemplo 1. DFT de un pulso rectangular

Para ilustrar el calculo de la DFT de una secuencia de duracién finita, consideramos la X[n]
mostrada en la figura 1a. Se trata de un pulso rectangular de 5 muestras, asi que podemos
considerar que longitud es cualquier valor igual o superior a 5. Elegimos en primer lugar
un valor N = 5. La DFT, que se muestra en la figura 1b, vale:

4

27 57 k:()
= ==k =
X1kl Zoﬁs ! [0 k=1, 2 3 4 3
n=

En la figura 1c se comprueba que la DFT coincide con las muestras de X(ej“’) tomadas
en las pulsaciones @ = 2—ﬂ:k. El hecho de que la DFT solo tenga una muestra para k =0

es coherente con el hecho de que la extensién periddica de X[n] con periodo 5 muestras,

denominada 5([11], es una secuencia constante, como se puede observar en la figura 1d. En
el desarrollo en serie de Fourier de una secuencia constante, el nico coeficiente diferente
de cero es el primero, ya que corresponde a la frecuencia cero. Dada la relacion entre la
DFTy el SDF, es 16gico que solo el primer coeficiente de la DFT puede ser diferente de cero.
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Figura 1. Ejemplo de célculo de la DFT

1 5
z[n]
X[k
o A s o
4321012345678 9101112131415 0 1 2 3 4
n k
i i it L
HE I HR
il H it
BB} It i ‘-‘
il oy Y it
! boxEl i N
il il Y 8o
H I ]! I
i I i
i [P N [ ol !
i [VAWAWAY [V AWIWAY !
TV VAR VN AR VR VAR B
0 4 B | O | & 0
2101234567 891011121314 4321012345678 9101112131415

n

(a) Pulso rectangular X[H] (b) DFT de X[H] para N=5. (c) Muestreo en frecuencia de X(elw). (d) Extension
periédica X[H] para N=5.

En segundo lugar, elegimos un valor N = 10. En este caso, la extension periddica, que se
muestra en la figura 2a, ya no es una sefial continua. Por lo tanto, la DFT ya no podra ser
no nula solo en el caso de k = 0. Concretamente los valores de la DFT son:

4
21
2 1—eJTpkS |_e-jrk
X[k|= 2 ejigkn= = _ (34)
— 1- e—j%—gk 1—eisk

Se trata de valores complejos en general, cuyo médulo y fase aparecen en la figura 2b. Al
igual que en el caso anterior, los valores de la DFT se pueden obtener como las muestras

de X(ej“’). Hay que destacar que el valor de X(ej“’) no ha cambiado; es la TFSD de un
pulso de 5 muestras, independientemente del valor de N, que es un pardmetro que se
necesita para la DFT, pero no para la TFSD. Lo que si han cambiado son los puntos de

2
muestreo en frecuen(:la, que en este caso son W = ?k
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Figura 2. Ejemplo de célculo de la DFT
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2. Muestreo en frecuencia de la TFSD

En este apartado vamos a discutir de forma general la relacién entre una se-
cuencia cualquiera y[n] con transformada de Fourier Y(ef‘“) y la secuencia ob-
tenida al aplicar la IDFT a muestras equiespaciadas en frecuencia de Y(e/j®).
Dado que en principio la sefial de partida es absolutamente general y no tiene
ni que ser tan siquiera de longitud finita, hemos preferido denominarla y{n),
en lugar de x[n], para evitar confusiones.

Sea Y[k]la secuencia obtenida muestreando la TFSD de y{n] en las pulsaciones

w,=2rnk/N, como se representa en la figura 3.

Yikl=Y(e) kB9
Figura 3. Puntos del circulo unidad en los que se muestrea la
TFSD (N = 8)
Im

z-plane
Unit ot
circle N

A

Re

Ahora calculamos la IDFT de N puntos de Y[k]:
N-1
ln] = IDFT\{ VK] = %Z ke kn (36)

k=0

Dado que no hemos realizado ninguna suposicién sobre y[n], su TFSD se puede

expresar como:

+00
Y(eio)= Z doeion 37
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Sustituimos (37) en (35) y el resultado a su vez lo sustituimos en (36), con lo

que queda:
N—1 +oo N-1
T 2 D CIHEN P TS P R
mle-j eJN mN eiN (38)
k=0 m=—co k=0

donde hemos intercambiado el orden de los sumatorios en el Gltimo paso. El
altimo sumatorio que aparece en (38) ya fue evaluado a raiz de la ecuacién (3)

y, por lo tanto, ya podemos escribir directamente:

- Zw - m]= sl o] = Ey[nmv] (39)

que significa que obtenemos la extensién periddica de y[n]. Esto quiere decir
que si realizamos la IDFT de N puntos de N muestras equiespaciadas en fre-

cuencia de Y(eiw) obtenemos la extension periddica de y[n], que esta formada

por la suma de infinitas réplicas de y[n] desplazadas a todos los miltiplos de N.

Este resultado también lo podemos escribir como:

+00
IDFTN[Y(eia>)|m=27r i ] = z yln+rN] (40)

Podemos distinguir dos situaciones:

Caso 1: La longitud de y[n] es menor o igual que N. Este caso corresponde al
planteamiento realizado en los subapartados 1.1 y 1.2. En la extension perio-
~+00

dica Z yln+rN] no se produce solapamiento entre las réplicas y, al hacer la

r=—00

IDFT de las muestras de la TESD, recuperamos las muestras de la sefial original,
como se representa en el ejemplo de la figura 4. A partir de un periodo de
la extension periddica recuperamos la sefial original, lo que es equivalente a

decir que a partir de las muestras Y(eio) ke de la TESD podemos recuperar
N

la Y(ei®) por completo. Esto es bastante légico porque la sefial yln] tiene una
longitud de M =9 muestras y hemos tomado 12 muestras en frecuencia, que
son suficientes para representar la seflal original. Se puede plantear la interpo-

lacion de Y(e/®)a partir de sus muestras, pero esto queda fuera de los objetivos
del curso.
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Figura 4. (a) Sefial y[n] de longitud 9 muestras. (b) Extension periédica de y[n], obtenida al
muestrear la TFSD en N = 12 puntos y hacer la IDFT

o
1 T T T T v T T T

T

0.5

n
(@)
1 T © T T Q T T ©
o9 o9 o9
051 __
()c,oT TcooT TocoT
-12 -8 -4 0 4 8 12 16
n

Caso 2: La longitud de y[n] es mayor que N. En este caso se produce solapa-

+00
miento entre las réplicas z y[n+rN] y, al hacer la IDFT de las muestras de la
=00

TESD, no recuperamos las muestras de la sefial original, como se representa en
el ejemplo de la figura 5. En este caso un periodo de la extension periddica de

yln] no coincide con y[n]. Equivalentemente, esto quiere decir que en el domi-

nio de la frecuencia a partir de 7 muestras Y(efw)|w_2 & no podemos recuperar
=N

Y(eio) por completo. No hemos podido representar una sefial de longitud 9
muestras mediante inicamente 7 muestras en frecuencia. Al intentar hacerlo,
se ha producido un efecto de aliasing temporal, que es el dual al efecto de alia-
sing en frecuencia cuando se muestrea una sefial analdgica a una frecuencia

demasiado baja.
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Figura 5. Extensién periédica de y[n], obtenida al muestrear la TFSD en N = 7 puntos y hacer la

IDFT
1 T © T — T © T ©— T

(0] (0} (0] ® ® (0] ® (0] [0}

(0]
0.5} ]

0
12 -8 -4 0 4 8 12 16

n

Estos dos casos revelan que para representar una secuencia de longitud M se
necesitan al menos N > M muestras de su TFSD. Si se utilizan menos muestras
frecuenciales se producira solapamiento temporal; Pero si se utilizan M o maés
muestras frecuenciales, si que se puede recuperar la secuencia original sin ser
necesario conocer o almacenar su TFSD para todos los valores de frecuencia.
Esto es justamente lo que hace la DFT y donde radica su gran potencial, ya que
permite representar un vector de valores en el dominio del tiempo mediante

otro vector de valores en el dominio de la frecuencia.
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3. Propiedades de 1a DFT

En este apartado se presentaran las principales propiedades de la DFT de se-
cuencias de duracion finita (como no puede ser de otra manera, porque la DFT
solo estéa definida para secuencias de duracion finita). Algunas de las propieda-
des tienen un paralelismo total con las propiedades de la TFSD, como es 16gico,
dado que, bajo ciertas condiciones y como se ha explicado en el subapartado
1.2, 1a DFT coincide con muestras de la TFSD, en cuyo caso la presentacion de
la propiedad correspondiente se hara de forma concisa, ya que se hara énfasis
Unicamente en los aspectos diferenciales de la DFT con respecto a la TFSD. Por
otro lado, las propiedades especificas de la DFT, que no presentan un parale-
lismo directo con la TFSD, se presentaran en detalle.

3.1. Linealidad

Sean xl[n] y xg[n] secuencias de longitudes N,y N,, respectivamente. La com-

binacién lineal de estas secuencias es:

x{n]= a;x|[n]+ a,x,[n] (41)

Si se escoge un valor de N tal que N > max{N b NZ}, entonces se cumple:
FT
s N, X [+ a,X K] (42)
siendo:

DFT
x (1] <X [k]

DFTy
xo[n] =<—=X,[k]

(43)

3.2. Desplazamiento circular

Recordemos, en primer lugar, la propiedad de desplazamiento de la TFSD. Si
X(ej®) es 1a TFSD de la secuencia x[n], entonces X(ej®)e—iom es la TFSD de la

secuencia desplazada m muestras, x[n— m)]. Esta propiedad no se puede aplicar

directamente a la DFT porque, al aplicar un desplazamiento de m muestras, el
soporte de la x{n—m] deja de ser 0<n< N — 1, aun cuando este sea el soporte
de la secuencia x[n] Esto haria que quedaran muestras de x[n - m] fuera de la

ventana de la DFT al aplicar esta transformada directamente a xln—m] En el
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caso de la DFT, existe una propiedad similar a la propiedad de desplazamiento
de la TFSD si utilizamos el desplazamiento circular (también llamado ciclico
en ocasiones). Podemos enunciar la propiedad como:

DFT
(1] <—2XTk]

DFTy ox (44)
M(n-m)} 0<n<N-1 <—=Xkle-jykm

La demostracion es sencilla a partir de resultados que ya se han presentado. Da-

do que X[k]e—jz—l\irrkm son las muestras en frecuencia de X(ej®)e—jom, cuya TFSD

inversa es x{n— m], entonces, utilizando la propiedad de muestreo frecuencial

(40), podemos escribir:

+00
IDFTN{X[k]e—jzﬁﬂkm} = [DFTN[X(ej‘*’)e‘fwnll ok ] = Z x[n—m+rN] (45)
w=27 N |

Finalmente, recordando la notacién de (12) y (13) para expresar la operacion
modulo, el dltimo término de (45) se puede expresar como sigue y, de esta

manera, obtenemos el resultado que queriamos demostrar:

+00

Z xn—m+rN|= x[(n — m)N] (46)

Ir=—oo

En definitiva, la multiplicacion de la DFT por el factor e—jz—z\}rkm se traduce en

un desplazamiento de m muestras de la extension periodica de la secuencia

xn, que equivale a un desplazamiento circular de x[nl.

Es habitual denominar a la operacién de desplazamiento circular también co-

mo rotacion.

Ejemplo 2. Desplazamiento circular de una secuencia

El procedimiento del desplazamiento circular se ilustra graficamente en la figura 6 para

el caso de m= —2y N =6. En la figura 6a se muestra la sefial original X[n] y se quiere
2
calcular X[(n+ 2)6]’ que es la sefial cuya DFT es X[k]e—JTﬂ k. En la figura 6b se muestra

la extensién periddica de X[n], mientras que en la figura 6¢ se dibuja dicha extensién
periodica adelantada 2 muestras, y que una vez restringida de nuevo al intervalo0 < n<5
resulta en la figura 6d. Comparando la figura 6a y la figura 6d resulta evidente que esta
altima no es el resultado de aplicar un desplazamiento lineal a la primera, sino que las

muestras que «salen» por un extremo del intervalo [0, N-— 1] se introducen por el otro
lado del intervalo.

Otra observacion interesante que se puede realizar es que el resultado seria el mismo de
haber considerado m = 4, puesto que desplazar circularmente la secuencia 2 muestras en
un sentido es equivalente a desplazarla circularmente 4 muestras en el otro sentido. En el

21 2n 21
domino de la DFT, esto mismo se obtiene porque e—ja- k(=2) = e—j% k(6-2) = e—j% k4.
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Figura 6. Desplazamiento circular de una secuencia; efecto en el dominio temporal de
la multiplicacién de la DFT por un factor de fase lineal
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3.3. Dualidad

Dada la similitud entre las expresiones de la DFT (1) y de la IDFT (2), que solo
se diferencian en el factor N y en el signo de la exponencial, es natural que la
DFT muestre dualidad, como ocurre con la SDF. Se debe recordar, no obstante,
que la TFSD no tiene la propiedad de dualidad, en cambio si que se daba con
la transformada de Fourier de sefiales analégicas.

La propiedad de dualidad de la DFT se puede expresar como:

DFTy
x[n] =<—X[k]

DFTy (47)
X[ <—>Nxl(-k),} 0<k<N-1

Se puede demostrar como sigue:
N-1 N-1

N-1
DFTy{X[n]} = Z X{nle-iZkn= ﬁz Xlnle-Zkn|= ﬁz X1l 2 (N-K) (48)
n=0

=0 =0
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siendo el altimo término entre paréntesis de la expresion anterior igual a la

IDFT de X[l], o sea, la secuencia original, pero evaluada en la muestra O para
k=0yen la muestra N—k parak=1,...,N—1

Ejemplo 3. Dualidad

Sea X[n] una secuencia de longitud N, para la cual calcula su DFT y el resultado lo de-

nomina y[n]. Seguidamente, realiza la DFT de y[n], y el resultado lo denomina Z[n] En
MATLAB®, esto seria tan sencillo como hacer: z=fft(fft(x)).

La aplicacion directa de la propiedad (47) permite escribir:

70]= Nx[0]
A1]=Nx[N - 1]

f[z]sz[N—z] 9)

AN —2]= Nx[2]
AN - 1= Nx(1]

Si «n]={1, 2, 3, 4, 50, 0, 0, 0, 0O} y N =10, entonces
An]={10, 0, 0, 0, 0, 0, 50, 40, 30, 20}.

3.4. Propiedades de simetria

Consideremos en primer lugar las siguientes dos propiedades:

DFTp
X[n] <=—X[k]

DFTy (50)
xfn] <—=XT(-ky} 0<k<N-1

DFTy
x[n] <—X[k]

DFTN (1)
xf(—myl 0<n<N-1<3XTk]

Ambas se pueden obtener facilmente a partir de la correspondiente propiedad
de la TFSD y de la relacién entre la DFT y las muestras de la TESD presentada en
el subapartado 1.2. Esto lo dejamos como ejercicio del estudiante y aqui vamos

a presentar la demostracion directa. Para demostrar (50) podemos escribir:

N-1 N-1 *IN=1 *
DF TN{X*[H]} = z x”{n]e—Jz—]\]]r kn= z x[n]ejz—]\jrr kn| = z X[H]e_jz_]\ijr(N —k)n (52)
=0 =0 =0

donde el Gltimo término dentro de los paréntesis es la DFT de x[n] evaluada en
la muestra O para k=0y en la muestra N —k para k=1,..., N- 1.

Podemos demostrar (51) mediante la siguiente sucesion de igualdades, donde

todos los pasos triviales son triviales manipulaciones algebraicas:
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n=1
DFTnix{(— n)Ji= 101+ 2 XN — nje—3% kn =
N-1
=1 =0 =0 * (53)
= X101+ Z x{lle—/RFkN- = Z xille/ Rkl = z x{lle-iFEkl
N-1 N-1 N—-1
Combinando (50) y (51), es inmediato comprobar que:
DFTy
(-n) o<nsN-1<Ex[(-K)} o<k<n-1 (54)

A partir de (50), también es directo obtener que si x[n] es una secuencia real,

entonces:

XK=x{-Ky} o<k<N-1  59)

que es una propiedad andloga a la simetria hermitica de la TFSD de secuencias

reales.

Utilizando estas propiedades de dualidad (47) y la simetria (54), podemos ob-

servar que la IDFT se puede implementar mediante la DFT. Imaginemos que

tenemos los valores de X[k] y queremos calcular su IDFT, pero solo dispone-
mos de una funcién que nos permite calcular la DFT. Una forma de solventar

esto es aprovechar que:

1
FOFTyX[(-n) J=k]  (s6)
Se puede comprobar este resultado con MATLAB®. En primer lugar, se debe

calcular la DFT de x[n] y el resultado se denomina y[n], o sea, y=fft(x). Ahora,
si se quiere recuperar el valor de x a partir de y, una forma es evidentemente
realizar ifft(y), pero si por algin motivo el software no dispusiera de la funcién
ifft(), obtendria el mismo resultado realizando 1/N*fft(y([0 N-1:-1:1])).

Para presentar un segundo conjunto de propiedades pasamos a definir dos

secuencias:

1) componente periddica hermitica de x[n], denominada Xep[ﬂ].

Re{x{O]}, n=0
spin] =3 (xal+ (=) )= Pnl+ N - n]. 1<n<N-1  (57)

0, otras n

2) componente peridédica antihermitica de x[n], denominada Xpa[n].
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j Im{xo]} n=0
xpdnl=2(dnl- (=) )= L(dnl = eIN = n), 1<n<N-1  ($8)
0, otras n

Si Xph[n] o sz[n] son secuencias reales, se denominan componente periddica

par o componente periddica impar, respectivamente.

Utilizando (51) se obtiene directamente:
DFTp
Xpp 0] <—>Re[X[k]}
DFT

Xpd ] <—lilm[X[k]} e

Utilizando (50) se pueden escribir los siguientes pares de transformadas:

1 DFTy
RG[X[H]] =7 (x(n]+ x{n) <—Xpk]

DFTy (60)

Im[x[n]] =2 (x{n] — x{n) =<—=X pdk]

donde las componentes periédicas conjugadas simétrica y antisimétrica
de la transformada se definen de manera andloga a (57) y (58), o sea,

Xpilk] =3 (X[kl+ X[(~ K ) y Xpdk] =3 (x[x]- x{(~ 0]\

Para finalizar, tnicamente apuntar que xph[n] y xpa[n] no son lo mismo que las

componentes hermitica y antihermitica de x{n| definidas al estudiar las pro-
piedades de la TESD. Dichas componentes hermitica e antihermitica se defi-

nen como:

xi{n]=3(x[n]+ x{ - n)

] (61)
x4n]=7(x{n] - x{ — n)

cuya relacion con las componentes definidas anteriormente es:

XpHn]=xy[n]+ x}[n— NJ 0<n<N-1
Xpdnl=x{nl+x{n— NJ] 0<n<N-1 (62)

3.5. Modulacion

Al igual que ocurre con la TFSD, el hecho de multiplicar la sefial en el domi-
nio temporal por una exponencial compleja se traduce en un desplazamiento
frecuencial. No obstante, al trabajar con la DFT esto no ocurre para cualquier
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frecuencia de modulacién, sino inicamente cuando la frecuencia de modula-
cién coincide con algunos de los puntos en los que la DFT muestrea el domi-

. . 2
nio de la frecuencia, o sea, para ;= WI'

Por lo tanto, la propiedad de modulacién se puede enunciar como:

DFTy
x[n] <—X[k]

2z DFTy (63)
XnlefN In<—X[(k—Dyl  O0<k<N-1

Esta propiedad puede establecerse aplicando la propiedad desplazamiento cir-

cular (44) a la relacién dual expresada en (47).

Para otras frecuencias de modulacién, no existe ninguna expresion sencilla
que relacione la DFT de la secuencia modulada con la DFT de la secuencia
original. En estos casos, inicamente se puede decir que la DFT de la secuencia
modulada son las muestras de la TFSD de esta secuencia, y esta TFSD si que se
obtiene desplazando la TESD de la secuencia original.

3.6. Convolucion circular

Sabemos que la TFSD de la convolucién (a veces denominada convolucién
lineal, para distinguirla de la que veremos a continuacién) de dos secuencias
es el producto de las TFSD. Ahora queremos obtener una propiedad similar

para el caso de la DFT. Para ello consideremos dos secuencias xl[n] y xz[n] de
longitud N, con sus respectivas DFT. Recordemos que:

x{[n]* xz[n]@X (ei®)X(ei®) (64)

Queremos determinar la secuencia cuya DFT es igual a X 1[k]X2[k]. Dado que
X l[k]Xz[k] son las muestras en frecuencia de X l(ej“’)Xz(ej“’), utilizando los re-
sultados del apartado 2, sabemos que la IDFT de X 1[k]X2[k] es igual a la exten-

sion periddica de c[n] = x][n]*xz[n]. Utilizamos el signo tilde para denotar la ex-

tension periddica, y entonces:

dnl 0<n<N-1 ]E‘ixl[k]xz[k] (65)

Ahora recuperamos las diferentes formas de escribir la extension periddica in-
troducidas en el subapartado 1.1 para poder expresar:

enl= Z dn+rN]=dnl*dn]= x[n]*x[n]* {n] (66)
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Dado que la convolucién cumple las propiedades conmutativa y asociativa,

dn| se puede escribir de dos maneras equivalentes:

n]= (x{[n]* {n)* x,[n] = X [n]* x,[n]

&l = x [n* Cenl* ) = x [n]* &ol] 67)

que se trata de la convolucién de una de las secuencias con la extension pe-
riddica de la otra (que no es la convolucién de las dos extensiones periddi-

cas). La operacion resultante de calcular las muestras de c[n] en el intervalo
0<n< N —1se denomina convolucion circular (o ciclica) de N puntos y se denota

como Xl[n] ® XZ[H].

Finalmente, podemos enunciar el teorema de convolucion circular co-
mo:

xnl® xS [K]x K] 68)

Expresiones explicitas de la convolucion circular son:

N-1 N—1
X [n] ® x,[n] = Z x[m]x,[n—m]= Z X{[n— mlx,[m]=
m=0

m=0
N-1 N—1 (69)
= ) xfmlf(a- mygl= ) xin = myhsm]
m=0 m=0

a partir de las cuales, queda claramente justificado su nombre. Mientras la
convolucién lineal se calcula multiplicando una secuencia por una version
invertida en tiempo y sucesivamente desplazada de la otra secuencia, la con-
volucion circular se obtiene multiplicando una secuencia por una version cir-
cularmente invertida en tiempo y circularmente desplazada de la otra secuen-
cia. Esta interpretacion permite visualizar facilmente la convolucién circular
de forma grafica, como veremos en los ejemplos siguientes.

Es evidente que la convolucién circular, al igual que la convolucién lineal,
satisface la propiedad conmutativa. Pero a diferencia de la convoluci6n lineal,
cuyo resultado depende Ginicamente de las secuencias, el resultado de la con-
volucién circular depende del valor de N. Al hablar de la convolucién circular
tiene que estar claro qué valor de N se estd utilizando; sin el valor de N la

convolucion circular no esta definida.

Ejemplo 4. Convolucién circular con un impulso retrasado

Sea X l[n] =dn—1]y X2[n] dos secuencias tal y como se muestra en la figura 7. Efectiva-

mente, el valor de N =5 cumple que es igual o mayor que la longitud de ambas secuen-
cias.
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Figura 7. Representacién gréfica de las sefiales del ejemplo
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En la figura 8 se puede observar el aspecto de XZ[(H - m)N] para dos valores de n. Esta

secuencia es la que se tiene que multiplicar muestra a muestra por X 1[111] para obtener la
convolucién circular, segan (69), y que aparece en la figura 9. El resultado coincide con
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un desplazamiento circular de una muestra a la derecha de la sefial Xz[n].

Este mismo resultado se podria haber obtenido de forma mas sencilla mediante el teo-
rema de la convolucion circular y la propiedad del desplazamiento circular de la DFT.

2. 2
El producto de X 2[1(] por X l[k] = eJWﬂk es justamente eJW” kX[Kk], y aplicando (44) se

obtiene directamente que su IDFT es XZ[(II - I)N].

Figura 8. Efecto de invertir circularmente en tiempo y desplazar circularmente la
secuencia x;
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t ]
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x[((1-m)yl.0=m=N-1
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Figura 9. Resultado de la convolucién circular

x1[n] ® x;[n]

L

0 n

Ejemplo 5. Convolucién circular de dos pulsos rectangulares

Vamos a realizar la convolucion de dos pulsos rectangulares, mostrados en la figura 10, de

longitud L = 6 muestras. En este caso se cumple que Xl[n]=X2[H] y vamos a considerar dos
posibles valores de N para comprobar que efectivamente la correlacion circular depende
del valor de N.

En primer lugar, elegimos N =6. Como cualquier rotacién circular de la secuencia
XQIH] da también un pulso rectangular de 6 muestras, entonces todos los términos del
N-1

Z Xl[m]XZI(I] - m)N] valen 1 y su suma es igual a 6. Por lo tanto, Xl[n] ® Xz[n] es un

m=0
pulso rectangular de amplitud igual a 6. Este resultado también se habria obtenido facil-
mente trabajando en el domino de la frecuencia, dado que:

6, k=0

0, en otro caso (70)

X [k]=Xk]=

y, por lo tanto, X l[k]X2[k] es solo diferente de 0 para k =0 y en este punto vale 36.

En segundo lugar, elegimos N = 12. Vamos a calcular la convolucién circular mediante
N-1

la expresion E X l[m]xz[(n - m)N] que aparece en (70). Para ello mostramos en la figura
m=0

11 la secuencia Xz[(n - m)N] para dos valores de n. Al multiplicar esta secuencia por X 1[111]

y sumar las muestras se calcula el valor de la convolucién circular para el correspondiente
valor de n. Es facil obtener graficamente que el resultado final es el que se muestra en
la figura 12. Se puede comprobar el resultado utilizando la funcién de la convolucion
circular en MATLAB®: cconv(x1, x2, 12). En este caso, obtener la serie temporal a partir
de las DFT habria sido méas complicado, puesto que:

Figura 10. Sefales de partida y convolucién circular

1———4% o 7 Br—— @4

z1[n] = x3[n]

Conv. circ. N=6

3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 83 -2 -1 0 1
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Figura 11. Efecto de invertir circularmente en tiempo y desplazar circularmente la secuencia x;

16 P - fe C C G C C
T T T T T T T T T T T T 9

z2[(—=m)N] z[(3 — m) ]

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Figura 12. Convolucién circular de dos pulsos rectangulares de 6 muestras utilizando N = 12

5r @ 9 cconv(xy, 2,12) A
4+ ) 0 |
3r Q ® |
21 _
19 |
0 )

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

3.7. Producto (0o enventanado) de secuencias

A partir del teorema de la convolucioén circular y de la propiedad de dualidad
podemos escribir:

DFT
x (1) <X [k]

xz[n]Dfilin[k] (72)

DFTy
X [n]xy[n] <—>77 X {[k] ® X,[k]
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3.8. Igualdad de Parseval

La igualdad de Parseval establece que la energia de una secuencia se
puede calcular de la misma manera (salvo un factor de escala) a partir
de su representacion temporal y de su representacion frecuencial:

N-1

o= D —me 73)

La demostracion de esta propiedad es facil a partir de la representacién matri-

cial de la DFT explicada en el subapartado 1.4:

E,=xHx= (%F"X) (FFX)= # XHFFX =55 L xH(ND)x =2 XHX

donde el superindice H indica el calculo de la hermitica, o sea, la conjugacién
y transposicién. También se puede demostrar la igualdad de Parseval a partir
de la relacién de la convolucion circular con la DFT. Haciendo uso de las defi-
niciones de convolucion circular y de la IDFT:

N—
Zbc[n] ~(dnl@xf(~ )]l =moFTixiix i) —wlz XX 1K]

=0

3.9. Resumen de las propiedades de la DFT

La tabla 1 contiene un resumen de las propiedades de la DFT explicadas en
los subapartados anteriores.

Tabla 1. Propiedades fundamentales de la DFT

(74)

(75)

Propiedad Seial temporal DFT

An] X[k]

Xl[n] X 1[1<]

Xz[n] Xz[k]
Linealidad alxl[n]+ azxz[n] ale[k]+ a2X2[k] es necesario que

N>max{N, N,}
Desplazamiento circular x{(n _ m) ] X[k]e—jz—ﬁkm
N.
Dualidad X[n] NX[( _ k)N]
Conjugacién compleja X*{n] X*{( —k) ]
N.
Conjugacién compleja e inversién temporal circular x*{( _ n) ] X*[k]
N.
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Propiedad Seiial temporal DFT
Inversién temporal circular x[(— n) ] X[(—k) ]
N, N.
Modulacién X[n]ej% In X[(k - ])N]
Convolucién circular Xl[n] ® XZ[H] X 1[1(]X2[k]
Producto o enventanado xl[n]XQIH] le[k] ® X 2[1(]
N

Igualdad de Parseval

N-1 N-1
St S
n=0 n=0

Componente periédica hermitica

xprlnl= 2 (x{nl+ x{(= n) ]

Componente periddica antihermitica

xpdnl=2(xnl— x{(~n) ]

Parte real

Re{x{n]}

Parte imaginaria

Im{x{n]}

Las siguientes propiedades, que son casos particulares de las anteriores, solo son vélidas cuando X[n] es real.

X[k =x{(- k)]

Componente periédica par

sorf]= 3 (ol (-, )

Re{X[k]}

Componente periédica impar

spd|=2(dl- (- )

Im({X[k]}
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4. Convolucion lineal mediante la DFT

En muchas aplicaciones, estamos interesados en calcular la convolucién linear
entre dos secuencias porque esta es la operacion que realizan los sistemas LIT
entre la secuencia de entrada y la respuesta impulsional del filtro. Por otro la-
do, nos gustaria poder realizar esta operacion mediante la DFT, ya que existen
algoritmos que permiten calcular la DFT de forma muy eficiente computacio-
nalmente. Estos algoritmos se conocen en conjunto como algoritmos FFT (si-

glas en inglés de Fast Fourier Transform).

Consideremos dos secuencias x[n] y Hn] de longitudes L y M, respectivamen-
te. Queremos obtener y[n]zx[n]*h[n]. Aplicando directamente la férmula de

la convolucién lineal, necesitariamos aproximadamente min{L, M} multiplica-
ciones para calcular cada muestra de la salida.

Nos gustaria calcular y[n] realizando los siguientes pasos:

* Calcular las DFTs X[k] de N puntos de x[n] y Hn} respectivamente.

® Calcular el producto X[k]H[k] para0<n<N-1

*  Obtener la secuencia Zn]= x[n]® Hn] como la IDFT de X[k]H[k].

Sin embargo, el problema es que Zn| no es igual a y[n}. Ahora vamos a estudiar

bajo qué condiciones se puede obtener y[n|] o alguna de sus muestras a partir

de Anl].

En primer lugar, tenemos que recordar que la maxima longitud de y[n] es
L+M — 1. Por otro lado, por las propiedades de DFT sabemos que Z[n] es igual

a un periodo de la extensién periédica de y[n]. Mediante férmulas esto se ex-

presa como:

0<n<N-1 (76)

An]= r:Z);y[n+er

y se representa graficamente en la figura 13.

Eficiencia computacional
de un algoritmo

La eficiencia computacional de
un algoritmo se refiere al nG-
mero de operaciones necesa-
rias para implementar el algo-
ritmo. Por operaciones se en-
tiende normalmente sumas y
multiplicaciones, o bien solo
estas Gltimas, ya que son las
que necesitan mas recursos
hardware para ser realizadas.
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Figura 13. Representacion de la convolucién circular a partir de las réplicas de convolucién
lineal

x[n] |

Convolucién lineal >

0 ' M+L-2
Réplicas de la convolucidn lineal ! E
yln—N] i i
-N : M+L-N-2 i
: ' y[n+N]
| PN M+L+N-2
Convolucién circular 2 x[n] ® h[n] |

La convolucién circular 7n] es igual a la convolucion lineal y[n] mas las réplicas
de esta. Por lo tanto, para hacer que ambas coincidan en el intervalo tiene
que ocurrir que no haya solape con las réplicas en ese intervalo. A partir de la
figura 13, es facil observar la condicién para que esto ocurra, que es que:

N>L+M-1 (77)

Si esto se cumple, entonces la convolucién circular y la convolucién lineal
coinciden y podemos calcular yln] con los tres pasos indicados anteriormente.
Supongamos que disponemos de un algoritmo que necesita %logzN multipli-

caciones para calcular la DFT (y la IDFT) de N puntos —daremos mads detalles
sobre esto en el apartado 5. El coste computacional, en términos de namero
de multiplicaciones, de estos tres pasos es:

e Dos DFT — NlogzN multiplicaciones

e Producto de dos secuencias de longitud N — N multiplicaciones

N
Una IDFT — ?logzN

El niimero total de multiplicaciones es 3TN10g2N + N para calcularlas L+ M — 1

muestras de la salida, por lo tanto, el coste computacional por muestra es:

Flog N+N
C="T+M-1 (78)

que es en general mucho menor que el coste del calculo directo de la convolu-

cién lineal, min{L, M}, para los valores practicos de N (o sea, valores que cum-
plen la condicién (77) incluso excediéndola en algtin orden de magnitud). Se
puede ver con un ejemplo: queremos realizar la convolucién lineal de dos se-
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cuencias de longitudes L =2048 y M =512 por el método directo, esto supone
512 multiplicaciones por muestra de y[n], mientras que utilizando el método

de la DFT con N =4098 resulta C ~30 multiplicaciones / muestra.

Si utilizamos un valor de N que no cumple (77), adn podemos obtener correc-

tamente algunas muestras de y[n}. Esto se puede deducir también de la obser-
vacion de la figura 13. Obviamente, N tiene que ser mayor o igual que Ly
que M, porque, en caso contrario, no se estan descartando muestras de algu-
na de las dos secuencias de entrada al calcular sus DFT. Por lo tanto, suponga-

mos que utilizamos un valor de N que cumple max{L, M}< N <L+M —1. Las
muestras de 7n] en el intervalo L+ M—N—1<n<N —1si que coinciden con

las correspondientes muestras de y[n].

Si alguno, o los dos valores L y M, son muy grandes utilizando las reglas an-
teriores, esto también conduce a valores muy grandes de N, que pueden ser
excesivos para el calculo de la DFT. Esto sucede por ejemplo cuando se quiere

filtrar una sefial x{n] que se va recibiendo de forma continua o que es arbitraria-
mente larga. En este caso, el filtrado también se puede hacer de forma eficiente

con la DFT, pero previamente la sefial x[n] se tiene que dividir en bloques de
tamafio mas reducido. Esta idea se denomina, de forma légica, convolucién
por bloques. Los tres pasos mencionados al principio del apartado se pueden
aplicar esencialmente a cada bloque, pero algunas modificaciones son necesa-
rias para tratar adecuadamente las transiciones o el solape entre bloques. Esto
conduce a dos conocidos algoritmos, overlap-add y overlap-save, que se presen-
taran en el moédulo siguiente. Estos algoritmos son una aplicacién practica de
la idea de convolucién mediante la DFT y se basan en los tres pasos descritos

al principio del apartado.
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5. Calculo de la DFT

La evaluacion directa de la ecuacién (1) implica el calculo de N multiplicacio-
nes complejas y N — 1 sumas complejas para cada valor de k. Esto equivale a 4N

multiplicaciones reales y (4N —2) sumas reales. Teniendo en cuenta que X[k]
se tiene que calcular para N valores de k, el calculo directo de la DFT supone

4N? multiplicaciones reales y NN - 2) sumas reales. En definitiva, el orden

con el que crece el nimero de operaciones es N2

El namero de operaciones se puede reducir teniendo en cuenta que el factor

2n . . 2 .
e-JN kn tiene periodo N en k y n, que los términos coseno y seno en que se
puede desarrollar este factor tienen simetria par e impar, respectivamente, y
que pueden valer cero en algunos puntos. Asi se consigue una reduccion del

factor que multiplica a N?, pero la tendencia del namero de operaciones si-

gue siendo N2 La posibilidad de una reduccién mucho mas significativa pasé
desapercibida hasta el afio 1965 aproximadamente, cuando Cooley y Tukey
publicaron un algoritmo para el célculo de la DFT valido donde N es el pro-
ducto de dos ntimeros enteros. La publicacion de este articulo dio lugar a una
gran actividad en la aplicaciéon de la DFT en procesado de sefial y condujo
al descubrimiento de varios algoritmos computacionalmente muy eficientes,
englobados bajo el término genérico de FFT.

Los algoritmos FFT se basan en el principio fundamental de descomponer su-
cesivamente la DFT en unas DFT de menos puntos. La manera en la que se
implementa este principio lleva a una variedad de diferentes algoritmos. Las
dos clases basicas de algoritmos FFT son las denominadas como algoritmos de
diezmado en tiempo y algoritmos de diezmado en frecuencia. En la primera de

ellas, la secuencia x[n] se divide sucesivamente en secuencias mas cortas para
poder implementar la transformacién como una sucesion de transformaciones

mas pequeiias. En la segunda clase de algoritmos, se realiza algo similar pero

con X[k]. A continuacién veremos, de forma muy preliminar, la base de los
algoritmos de diezmado en tiempo. Los algoritmos FFT constituyen un tema
muy amplio y de notable complejidad; su estudio completo requeriria practi-

camente un curso entero, asi que aqui tnicamente lo esbozamos.

Para introducir los algoritmos de diezmado en tiempo, consideramos el caso
particular, pero también habitual, de que N sea una potencia de 2, o sea, N =2"
para algan valor de v. Se observa que, en general, cuando N se restringe a un

conjunto de valores, es posible obtener algoritmos maés eficientes que para va-

Enlace de interés

Una implementacion en co-
digo abierto de la FFT que se
utiliza en muchas aplicacio-
nes se puede encontrar en
http://fttw.org. Esta imple-
mentaciéon, de hecho, combi-
na multiples algoritmos y de-
pendiendo del valor de N se
utiliza uno u otro. Esta web
se da solo como referencia; la
comprension de lo que alli se
explica esté fuera de los obje-
tivos del curso.
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lores generales de N y el conjunto de las potencias de 2 es muy habitual. Tam-
bién existen algoritmos para potencias de 3, 5, etc. y para sumas de potencias
de dichos nimeros.

Dado que N es una potencia de 2, es un ntmero par y se puede dividir en dos

secuencias de longitud N/2 correspondientes a los indices pares e impares:

=Y et Y A 79)

npar nimpar

Podemos realizar la siguiente sustitucién de variables n=2r para n par y

n=2r+1para nimpar:

N N,
2 2
z 2rle-iZkar + Z A2r + e-iZFk2r+) (80)
r=0 r=0

Esta ecuacion se puede reescribir como:

N N

x[k]= Z){[Zr JN Ty J—ka[2r+1 JN’“ Glik]+ % kH[K] (81)

donde Glk]y H[k] son las DFT de N/2 puntos de las muestras pares e impares,
respectivamente, de la secuencia original. Como se puede observar, aunque
(81) se tiene que evaluar en k=0,..., N-1, a G[k] y H[k] solo se tiene que
calcular para k=0,..., N/2-1, puesto que son funciones periédicas en k con
periodo N/2. El resultado de esta descomposicidn se muestra en la figura 14,
donde la confluencia de dos flechas indica la suma y un valor sobre una flecha
indica el producto.



© FUOC » PID_00262131 38 La transformada discreta de Fourier

Figura 14. Descomposicién de la DFT de N puntos en dos DFT de N/2 puntos seguidas de una
red de combinacién para N =8

G10]
x[0] o—— > X[0]
-’—X w,‘\’,
G[1]
x2o—>— X[1]
5 point -:K W,{,
x[4] o—— DFT X[2]

x[6] o——

\

Y

x[1] o——

x[3] o——
N_ point
DFT

x[5] o——

4

H[3]

x[7] o——

La descomposicién que acabamos de presentar se puede aplicar en cada una de
las DFT de N/2 puntos, dando lugar cada una de ellas a dos DFT de N/4 puntos,
y asi sucesivamente. Como en cada etapa el tamafio de la DFT se divide por
2, se realizan en total v= logzN etapas. La red de combinacién que aparece en
cada etapa supone el calculo de N sumas y N multiplicaciones. Por lo tanto, el

orden de magnitud del nimero de operaciones es Nlog2N , que contrasta con

las N? del calculo directo.

La red de combinacién que aparece en cualquiera de las etapas estd formada
por los elementos individuales de la figura 15, que por su aspecto se conoce

como «mariposa» (en inglés, butterfly).

Figura 15. Representacién de las operaciones basicas en que
se descompone el calculo de la DFT, conocido como elemento
mariposa
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2n( N 2 . ,
Aprovechando que eJWE(HT) = —e/¥, el elemento mariposa atn se puede

simplificar mas, como aparece en la figura 16. Dado que al desarrollar todas las
etapas del algoritmo de diezmado en tiempo, los bloques de la DFT desapare-
cen y todo el calculo se realiza con las operaciones de la red de combinacion,
se concluye que la DFT completa de la secuencia original se puede realizar
Gnicamente mediante las redes de operaciones basicas del tipo butterfly.

Figura 16. Representacion del elemento mariposa con una
Gnica multiplicacién compleja

O >0
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Ejercicios de autoevaluacion

1. La sefial x[n] tiene una DFT de N = 8 puntos que toma estos valores:
X[k]z{l, el02 1, 2, 1, e032¢702 3} (Cuanto vale la energia de la sefial?

a) 22

b) 2.75

c) 7.8955 — j0.494
d)1

2. Sean las secuencias: X{[n]= {l, 1,1,1,0,0,1,1, 1} y Xo[n]= {(_),0, 1,1,1,1, 1,0,0} donde la
muestra subrayada corresponde a n= 0. Se define: y[n] =IDF T{X 1[k]~X2[k]} donde X 1[1(]
y X 2[1(] son las DFT de N = 9 puntos correspondientes a Xl[n] y len], respectivamente. ;Cual

de las siguientes secuencias es realmente la secuencia y[n]7

a) yln|]={555,55555 5}
b) yln]={3,4,5,5,5,5,5 4, 3}
oyn={334555433

d) ylnl=1{234,55,54,32}

3. Sean las secuencias: x|[n] = {1, 1,1,1,0.0, 11,1}y x,{n]=1{0, 0,1,1,1,1,1,0,0} donde la mues-
tra subrayada corresponde a n=0. Se define: y[n]= IDF T{X 1[1(]'X§[k]} donde X l[k] y
X 2[1(] son las DFT de N = 9 puntos correspondientes a X l[n] y X2[n], respectivamente. ;Cudl

de las siguientes secuencias es realmente la secuencia y[n]?

a)yln]={3,33455543)
b) yln|={3,4,5,5,5,5,5, 4, 3}
o ylnl=1{334,555433)
d) yln]={234,55,54,32}

4. Considere el siguiente vector X{n] de 8 muestras:
x{n] {_, 2 3 5 -1 =6 8,10} cuya transformada de Fourier se denota co-
mo X(e/W). Se cogen las siguientes 5 muestras de X(e/W): Y[k]:X(ejW)szﬂk/s para
k=0, 1, 2, 3, 4. Serealizala IDFT de Y[k] {Cudl es el resultado?

a) ylnl={1,235,- 1

b) yln]={=5,10,13,5,— 1}
oyn=1{1235 -1-68 10}
d) yln|={=5,10,13,6,1}

5. Considere el siguiente vector X{n] de 8 muestras: X[n] = {l, 2, 3,5, -1, —6, 8, 10}
0, 1

cuya DFT de N = 9 muestras se denota como X[k], k=0, 1, ...,8 LaIDFT de X»{k] es
igual a:

a){L10,8,—6,— 1,53,2,0}

b) {1,2.3,5,— 1, 6:8,10,0}

ofo 1235 —6,8,10}

d){1,0,108,—6,—1,53,2}

6. Sea la secuencia: x{n|=28n+2]— 8n+ 1]+38n]— 8n— 1]+28n-2] ;Cuénto vale
X[k] para k=07
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a)0
b) 5
o -3
d) 3

7. Las muestras de la DFT de una secuencia x{n] con N = 8 puntos vienen dados por la expre-

sion X[k]= ZCOS(ﬂ—zk) + ZSin( 14§c k)+ 2 sin(xk). ;Cual de las siguientes secuencias se co-

rresponde con X[H] en el intervalo 0<n<7?

a) x[n]= 8[n—2]+ 8n— 6]+ jo{n— 7] - joln— 1]+ j&n]
b) x[n]= 8{n— 2]+ &n— 6]+ jéln—7]— joln—1]

o) x[n]=&n—2]+&n— 6]+ joln— 7] j&ln— 1]+ d[n]
d) x{n)= 8ln—2]+ &ln+2]+ joln—7]- joln+7]

8. Dada una secuencia definida x[n] = %5[11 - 1] + % 6[11 - 5] + ]6[11 - 1] - ]6[11 - 5], jcual de

las siguientes expresiones define la DFT de X[n] con N = 6 puntos?

a) X[k]= cosﬂ—3k - ZSin%
b) X[k]= cosﬂ—6k — ZSin%
o) Xlk]= 20057[—35( + 2sin%

d) X[k] = cosﬂ—f - 2COS%
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Solucionario
Ejercicios de autoevaluacion
1.b

2.¢



© FUOC » PID_00262131 44 La transformada discreta de Fourier

Bibliografia

Oppenheim, A. V,; Schafer, R. W,; Buck, J. R. (1999). Discrete-Time Signal Processing (2.
ed.). Prentice Hall, Signal Processing Series.

Oppenheim, A. V,; Willsky, A. S.; Nawab, S. H. (1996). Signals & Systems (2.* ed.). Pren-
tice Hall, Signal Processing Series.

Palm III, W. J. (2010). Introduction to MATLAB for Engineers (3.* ed.). McGraw-Hill.

Proakis, J. G.; Manolakis, D. G. (2007). Digital Signal Processing (4.* ed.). Prentice Hall.



	La transformada discreta de Fourier
	Introducción
	Objetivos
	Índice
	1. Definición de la transformada discreta de Fourier e interpretaciones
	1.1. Definición de la DFT y de la IDFT
	1.2. Relación entre la DFT y la TFSD
	1.3. Relación entre la DFT y la serie discreta de Fourier
	1.4. Representación matricial de la DFT

	2. Muestreo en frecuencia de la TFSD
	3. Propiedades de la DFT
	3.1. Linealidad
	3.2. Desplazamiento circular
	3.3. Dualidad
	3.4. Propiedades de simetría
	3.5. Modulación
	3.6. Convolución circular
	3.7. Producto (o enventanado) de secuencias
	3.8. Igualdad de Parseval
	3.9. Resumen de las propiedades de la DFT

	4. Convolución lineal mediante la DFT
	5. Cálculo de la DFT
	Ejercicios de autoevaluación
	Bibliografía


